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I) Exercices de mise en route (sur 20).

0) Enoncer le théorème des accroissements finis.

1) Déterminer des équivalents simples quand x tend vers 0 des expressions suivantes :
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c) 
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2) Décomposer en éléments simples complexes, puis réels : 
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3) Calculer 
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4) Calculer 
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II) Polynomes de Lagrange de la fonction inverse (sur 17).
1) Soit 
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 un polynôme tel que 
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 pour tout entier k de [1,n].

En considérant le polynôme 
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, montrer que P est au moins de degré n–1.


2) Montrer qu'il existe un et un seul polynôme 
[image: image10.wmf]P

 de degré n–1 exactement tel que 
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 pour tout entier k de [1, n] ; indication : ce polynôme est de la forme 
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 ; il faudra donner la valeur de a.

On note 
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 polynôme.


3) Calculer 
[image: image14.wmf]123

,,

PPP

.


4) Calculer 
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5) Calculer 
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 (on pourra poser 
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III) Relations coefficients racines (sur 13).

Soit 
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 un polynôme normalisé de degré 4 scindé. Soient 
[image: image19.wmf]1234

,,,

ssss

 les 4 expressions symétriques élémentaires de ses racines 
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1) Exprimer P en fonction des 
[image: image21.wmf]k
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2) On suppose les 
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 non nulles et on note Q le polynôme normalisé de racines 
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 (appelé « polynôme aux inverses » de P). Déterminer les expressions symétriques élémentaires 
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 des racines de Q en fonction des 
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. Quel est par exemple le polynôme aux inverses de 
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3) On note R le polynôme normalisé de degré 4 de racines 
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 (appelé « polynôme aux carrés » de P). Déterminer les expressions symétriques élémentaires 
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 des racines de R en fonction des 
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IV)  Formule d’interpolation linéaire. Application aux fonctions convexes (sur 33).

A) Formule d’interpolation linéaire.

Il s’agit d’évaluer l’erreur que l’on commet en remplaçant, entre deux de ses points, une courbe par un segment de droite.

Soient 
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 trois réels fixés et f une fonction numérique de classe C1 sur [a, b], 2 fois dérivable sur ]a, b[. 

1) Montrer qu’il existe 
[image: image32.wmf]]
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où g est l’unique fonction affine prenant les mêmes valeur que f en a et en b.

Indication : poser 
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 où  est un réel (que l’on ne demande pas de calculer) déterminé de façon à ce que 
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, et appliquer trois fois le théorème de Rolle.

2) Déterminer 
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3) En déduire que 
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B) Fonctions convexes de classe C2.

1) Soit f une fonction de classe C2 sur un intervalle I de longueur > 0 ; on dit que f est convexe sur I si sa dérivée est croissante sur I. Donner un exemple de fonction convexe sur R qui ne soit pas affine.

2) Soit f une fonction convexe sur I. Considérons deux réels a < b de I, et les points 
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a) Montrer en utilisant la formule d’interpolation linéaire que la courbe de f entre a et b se trouve “au-dessous” du segment [A, B].

b) Soit g la fonction affine prenant les mêmes valeur que f en a et en b et soit t un réel appartenant à [0, 1] ; montrer que 
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c) En déduire l’inégalité dite « de convexité », valable pour tout t dans [0, 1]
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C) Diverses applications.

1) Montrer que la fonction –ln est convexe sur 
[image: image42.wmf]0
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 ; que retrouve-t-on pour t = 1/2 ?

2) Montrer que la fonction 
[image: image44.wmf]-

 est convexe sur 
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3) Application à la longueur de l’ellipse.
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Une ellipse de rayons 
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 est la courbe ensemble des points de coordonnées 
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On démontre que la longueur de l’ellipse est donnée par l’intégrale :
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a) Montrer en utilisant 2) que 
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b) Donner une valeur approchée de la longueur de l’ellipse de rayons 2 et 3.

4) Déduire de B) 2) c) que si 
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 de somme 1 et les 
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 des éléments de I, alors 
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 ; en déduire que si les 
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